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Streszczenie: Kontrola zgodno?ci wytrzyma?o?ci betonu na ?ciskanie wed?ug obo-
wi?zuj?cych przepisów normowych PN EN 206-1:2003 jest kontrol? wyrywkow? opart? 
na ocenie liczbowej. Spe?nienie podwójnych kryteriów z uwzgl?dnieniem przyj?tego planu 
statystycznej kontroli jako?ci potwierdza zgodno?? badanej partii betonu z deklarowan? 
klas? wytrzyma?o?ci, zdefiniowan? przez wytrzyma?o?? charakterystyczn?. Zalecane 
wed?ug tej normy kryteria zgodno?ci na etapie produkcji pocz?tkowej nie s? pozbawione 
wad i s? krytycznie oceniane przez wielu autorów. W artykule przedstawiono nowe 
kryterium zgodno?ci oparte na statystykach porz?dkowych. Dokonano wst?pnej oceny 
opracowanego kryterium dla serii o ma?ej liczbie wyników z wykorzystaniem prawdopo-
dobie?stwa akceptacji wyznaczonego metod? Monte Carlo przy za?o?onej sta?ej wadliwo-
?ci 5%. Analiza wyników wykaza?a, ?e przedstawione kryterium nie zale?y od dyspersji 
wyników a prawdopodobie?stwo akceptacji utrzymuje si? na sta?ym poziomie, zbli?onym 
do poziomu w?a?ciwego na etapie produkcji ci?g?ej. 
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1. Wprowadzenie  
Przy budownictwie obiektów na obszarach wiejskich zwykle stosuje si? niewielkie 
obj?to?ci betonu wzgl?dnie nie wysokich klas (do C20/25), którego dostawcami mog? by? 
ma?e przedsi?biorstwa produkuj?ce beton.  
Wed?ug normy PN EN 206-1:2003 [1] obowi?zuj? podwójne kryteria zgodno?ci wy-
trzyma?o?ci betonu na ?ciskanie, które s? sformu?owane z uwzgl?dnieniem dwóch etapów 
produkcji, pocz?tkowej i ci?g?ej. Ma?e przedsi?biorstwa, gdzie mamy do czynienia 
z produkcj? epizodyczn? betonu, stosuj?ce plan i cz?stotliwo?? pobierania próbek opisan? 
w normie PN EN 206-1:2003 [1] pozostaj? zwykle na etapie produkcji pocz?tkowej i mog? 
nie mie? mo?liwo?ci przej?cia na produkcj? ci?g??. Jak podano w [3-6] kryteria dla 
produkcji pocz?tkowej s? niedostatecznie uzasadnione. Produkcja betonów niewysokich 
klas przy spe?nieniu kryteriów opisanych w przytaczanej normie mo?e okaza? si? 
nieekonomiczna dla producenta [5].  
W artykule przedstawiono now? procedur? opracowania kryterium zgodno?ci wy-
trzyma?o?ci betonu na ?ciskanie opart? na statystykach porz?dkowych. 
2. Kryteria oceny zgodno?ci z uwzgl?dnieniem planów pobierania 
próbek 
Jak wynika z § 9.1. PN EN 206-1:2003 [1], proces kontroli produkcji (ang. produc-
tion control) obejmuje szereg dzia?a? podejmowanych w celu zapewnienia kontroli jako?ci 
produkcji betonu, w tym kontrol? zgodno?ci. 
Zgodnie z koncepcj? przyj?t? w tej normie, producent betonu powinien ponosi? od-
powiedzialno?? za to, ?e materia? dostarczony na rynek odpowiada specyfikacji i spe?nia 
okre?lone wymagania. Jest to ogólny wymóg Dyrektywy 106/EC, zmierzaj?cy do 
wykluczenia dostaw materia?ów niespe?niaj?cych norm wed?ug przyj?tych kryteriów 
zgodno?ci. W pracy [2] zwrócono uwag? na paradoksaln? sytuacj?, maj?c? miejsce 
w przypadku dostaw betonu: producent dostarczaj?c mieszank? betonow? musi zagwaran-
towa? jako?? stwardnia?ego (w pó?niejszym okresie) betonu. Kompromis w tej sprawie 
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zosta? osi?gni?ty w umowie, ?e beton trafia na rynek z zadeklarowan? klas? wytrzyma?o?ci 
na ?ciskanie wed?ug specyfikacji a producent (dostawca) jest zobowi?zany do poinformo-
wania wykonawcy (odbiorcy) o sytuacji, kiedy w pó?niejszych badaniach wytrzyma?o?ci 
betonu zostanie stwierdzona niezgodno??, aby unikn?? szkodliwych konsekwencji 
wykrytej niezgodno?ci (§ 8.4. PN EN 206-1:2003 [1]). Tak wi?c zasady kontroli jako?ci 
betonu wed?ug EN 206-1 oparte s? na koncepcji, w której to producent przeprowadza 
kontrol? zgodno?ci. Niemniej jednak postanowienia normy EN 206-1 pozwalaj? wykonaw-
cy (odbiorcy) na przeprowadzenie bada? dostarczonego betonu wed?ug kryterium 
identyczno?ci deklarowanej klasy. 
Zgodnie z § 8.2.1.3. PN EN 206-1:2003 [1] potwierdzenie zgodno?ci wytrzyma?o?ci 
na ?ciskanie uzyskuje si? na próbkach badanych w 28 dniu dojrzewania. Uznaje si?, ?e 
zgodno?? dotycz?ca wytrzyma?o?ci betonu na ?ciskanie jest potwierdzona, je?li spe?nione 
s? jednocze?nie oba kryteria, przedstawione w tabeli 1. 
Tabela 1. Kryteria zgodno?ci dotycz?ce wytrzyma?o?ci na ?ciskanie 







?rednia z „n” 
wyników (fcm) 
 N/mm2 
Dowolny pojedynczy wynik 
badania (fci) 
N/mm2 
Pocz?tkowa 3 ? fck + 4 ? fck - 4 
Ci?g?a 15 ? fck + 1,48? ? fck - 4 
Uwaga. Odchylenie standardowe ? okre?la si? na podstawie co najmniej 35 kolejnych wyników bada? 
wykonanych w okresie d?u?szym ni? trzy miesi?ce, uzyskanych w okresie bezpo?rednio poprzedzaj?cym 
okres produkcji, podczas którego ma by? sprawdzana zgodno?? 
?ród?o: [1] 
Wielko?? fck oznacza wytrzyma?o?? charakterystyczn? zdefiniowan? jako kwantyl 
rz?du 0,05 rozk?adu wytrzyma?o?ci w populacji generalnej. 
W przypadku produkcji pocz?tkowej, obowi?zuj?ce kryteria wydaj? si? by? niedosta-
tecznie uzasadnione [3,4] a przyj?te wspó?czynniki oceniane s? krytycznie przez wielu 
autorów [np. 5,6]. Produkcja betonów niewysokich klas przy spe?nieniu kryteriów 
opisanych w przytaczanej normie mo?e okaza? si? nieekonomiczna dla producenta. 
Do opracowania kryteriów w?a?ciwych na etapie produkcji ci?g?ej wykorzystano 
krzywe charakterystyczno-operacyjne i plany kontroli wyrywkowej. Kryteria te zosta?y 
opracowane przez Taerwe L. i obszernie opisane [np. 7]. 
Jak wynika z komentarzy do EN 206-1, opublikowanych w ró?nych ?ród?ach [5,7-
10], zasady oceny wytrzyma?o?ci betonu na ?ciskanie wed?ug kryteriów zgodno?ci zosta?y 
opracowane w oparciu o przetwarzanie danych otrzymanych w wyniku komputerowo 
wygenerowanych losowych warto?ci (metoda symulacji) i analiz? rzeczywistej produkcji 
kilku konkretnych zak?adów w Europie.  
3. Ocena ryzyka stosowania statystycznych kryteriów zgodno?ci 
wytrzyma?o?ci betonu na ?ciskanie 
Wed?ug autorów [5] analiza ryzyka zwi?zanego ze stosowaniem kryteriów zgodno?ci 
zawartych w PN EN 206-1:2003 [1] prowadzi do nast?puj?cych wniosków: w przypadku 
analizy ma?ych zbiorów wyników (n = 3) na etapie produkcji pocz?tkowej „zalecane 
kryterium podwójne prowadzi do paradoksu, polegaj?cego na zwi?kszaniu prawdopodo-
bie?stwa akceptacji zgodno?ci partii betonu ze wzrostem niejednorodno?ci wytrzyma?o?ci 
betonu” [5, s.25]. Zdaniem autorów [5] mo?e to zniech?ca? producentów do podejmowania 
dzia?a? zmierzaj?cych do zapewnienia jednorodno?ci produkcji kosztem zwi?kszania 
wytrzyma?o?ci ?redniej i zwi?ksza ryzyko odbiorcy zwi?zane ze skutkami zakupu partii 
betonu o zani?onej jako?ci. Z przeprowadzonych przez Woli?skiego S. i Skrzypczak I. [5] 
analiz wynika, ?e „bardzo cz?sto stosowanym sposobem zmniejszenia ryzyka dyskwalifi-
kacji partii betonu jest zwi?kszenie wytrzyma?o?ci ?redniej zamiast redukcji jej rozrzutu. 
Takie post?powanie jest nieekonomiczne i nieracjonalne” [5, s.24]. 
 
 
Inżynieria Materiałów Budowlanych – Kryterium zgodności wytrzymałości ... 225
zosta? osi?gni?ty w umowie, ?e beton trafia na rynek z zadeklarowan? klas? wytrzyma?o?ci 
na ?ciskanie wed?ug specyfikacji a producent (dostawca) jest zobowi?zany do poinformo-
wania wykonawcy (odbiorcy) o sytuacji, kiedy w pó?niejszych badaniach wytrzyma?o?ci 
betonu zostanie stwierdzona niezgodno??, aby unikn?? szkodliwych konsekwencji 
wykrytej niezgodno?ci (§ 8.4. PN EN 206-1:2003 [1]). Tak wi?c zasady kontroli jako?ci 
betonu wed?ug EN 206-1 oparte s? na koncepcji, w której to producent przeprowadza 
kontrol? zgodno?ci. Niemniej jednak postanowienia normy EN 206-1 pozwalaj? wykonaw-
cy (odbiorcy) na przeprowadzenie bada? dostarczonego betonu wed?ug kryterium 
identyczno?ci deklarowanej klasy. 
Zgodnie z § 8.2.1.3. PN EN 206-1:2003 [1] potwierdzenie zgodno?ci wytrzyma?o?ci 
na ?ciskanie uzyskuje si? na próbkach badanych w 28 dniu dojrzewania. Uznaje si?, ?e 
zgodno?? dotycz?ca wytrzyma?o?ci betonu na ?ciskanie jest potwierdzona, je?li spe?nione 
s? jednocze?nie oba kryteria, przedstawione w tabeli 1. 
Tabela 1. Kryteria zgodno?ci dotycz?ce wytrzyma?o?ci na ?ciskanie 







?rednia z „n” 
wyników (fcm) 
 N/mm2 
Dowolny pojedynczy wynik 
badania (fci) 
N/mm2 
Pocz?tkowa 3 ? fck + 4 ? fck - 4 
Ci?g?a 15 ? fck + 1,48? ? fck - 4 
Uwaga. Odchylenie standardowe ? okre?la si? na podstawie co najmniej 35 kolejnych wyników bada? 
wykonanych w okresie d?u?szym ni? trzy miesi?ce, uzyskanych w okresie bezpo?rednio poprzedzaj?cym 
okres produkcji, podczas którego ma by? sprawdzana zgodno?? 
?ród?o: [1] 
Wielko?? fck oznacza wytrzyma?o?? charakterystyczn? zdefiniowan? jako kwantyl 
rz?du 0,05 rozk?adu wytrzyma?o?ci w populacji generalnej. 
W przypadku produkcji pocz?tkowej, obowi?zuj?ce kryteria wydaj? si? by? niedosta-
tecznie uzasadnione [3,4] a przyj?te wspó?czynniki oceniane s? krytycznie przez wielu 
autorów [np. 5,6]. Produkcja betonów niewysokich klas przy spe?nieniu kryteriów 
opisanych w przytaczanej normie mo?e okaza? si? nieekonomiczna dla producenta. 
Do opracowania kryteriów w?a?ciwych na etapie produkcji ci?g?ej wykorzystano 
krzywe charakterystyczno-operacyjne i plany kontroli wyrywkowej. Kryteria te zosta?y 
opracowane przez Taerwe L. i obszernie opisane [np. 7]. 
Jak wynika z komentarzy do EN 206-1, opublikowanych w ró?nych ?ród?ach [5,7-
10], zasady oceny wytrzyma?o?ci betonu na ?ciskanie wed?ug kryteriów zgodno?ci zosta?y 
opracowane w oparciu o przetwarzanie danych otrzymanych w wyniku komputerowo 
wygenerowanych losowych warto?ci (metoda symulacji) i analiz? rzeczywistej produkcji 
kilku konkretnych zak?adów w Europie.  
3. Ocena ryzyka stosowania statystycznych kryteriów zgodno?ci 
wytrzyma?o?ci betonu na ?ciskanie 
Wed?ug autorów [5] analiza ryzyka zwi?zanego ze stosowaniem kryteriów zgodno?ci 
zawartych w PN EN 206-1:2003 [1] prowadzi do nast?puj?cych wniosków: w przypadku 
analizy ma?ych zbiorów wyników (n = 3) na etapie produkcji pocz?tkowej „zalecane 
kryterium podwójne prowadzi do paradoksu, polegaj?cego na zwi?kszaniu prawdopodo-
bie?stwa akceptacji zgodno?ci partii betonu ze wzrostem niejednorodno?ci wytrzyma?o?ci 
betonu” [5, s.25]. Zdaniem autorów [5] mo?e to zniech?ca? producentów do podejmowania 
dzia?a? zmierzaj?cych do zapewnienia jednorodno?ci produkcji kosztem zwi?kszania 
wytrzyma?o?ci ?redniej i zwi?ksza ryzyko odbiorcy zwi?zane ze skutkami zakupu partii 
betonu o zani?onej jako?ci. Z przeprowadzonych przez Woli?skiego S. i Skrzypczak I. [5] 
analiz wynika, ?e „bardzo cz?sto stosowanym sposobem zmniejszenia ryzyka dyskwalifi-
kacji partii betonu jest zwi?kszenie wytrzyma?o?ci ?redniej zamiast redukcji jej rozrzutu. 
Takie post?powanie jest nieekonomiczne i nieracjonalne” [5, s.24]. 
 
 
Na etapie produkcji pocz?tkowej (n = 3) ocena ?redniej arytmetycznej budzi pewne 
kontrowersje. Co prawda kontroli podlega jeszcze minimalny wynik, ale gdy w serii 
danych znajdzie si? wynik mniejszy od warto?ci wytrzyma?o?ci charakterystycznej fck o nie 
wi?cej ni? 4 MPa i kryterium 1 (tab.1.) ma by? spe?nione, to oznacza, ?e w danej serii musi 
si? te? znale?? wynik „du?y”, który zniweluje wp?yw tego pierwszego, tak aby otrzymana 
?rednia przekroczy?a warto?? fck o co najmniej 4 MPa. Sytuacja taka ?wiadczy 
o zwi?kszaniu prawdopodobie?stwa akceptacji wraz ze wzrostem dyspersji wyników. 
Potwierdzanie tych spostrze?e? znajdujemy w [5], gdzie przy wykorzystaniu metody 
symulacji Monte Carlo autorzy poddali ocenie kryteria zgodno?ci, wyznaczaj?c prawdopo-
dobie?stwa akceptacji z uwzgl?dnieniem odchylenia standardowego. 
Dysproporcje uzyskanych warto?ci prawdopodobie?stw akceptacji w zale?no?ci od 
odchylenia standardowego przedstawione s? w tabeli 2. 
Tabela 2. Prawdopodobie?stwo akceptacji dla podwójnego kryterium zgodno?ci wg PN EN 206-1:2003 
przy sta?ej wadliwo?ci partii w=0,05 
Prawdopodobie?stwo akceptacji dla odchylenia standardowego [MPa] Liczebno?? 
próby 
Typ 
produkcji 2 3 4 5 6 
n=3 pocz?tkowa 0,267 0,707 0,863 0,917 0,939 
n=15 ci?g?a 0,715 0,711 0,708 0,705 0,702 
?ród?o: [5, s.25] 
 
Lepiej w ocenie ryzyka wypadaj? kryteria podwójne dla prób o liczebno?ci 15 stoso-
wane na etapie produkcji ci?g?ej. Spe?niaj? one bowiem podstawowe warunki racjonalno?ci 
kryteriów zgodno?ci, tj. ze wzrostem liczebno?ci próby i wzrostem jednorodno?ci betonu 
nast?puje zwi?kszenie prawdopodobie?stwa akceptacji zgodno?ci wytrzyma?o?ci badanej 
partii betonu z wytrzyma?o?ci? projektowan?. 
Krytycznie do wspó?czynników testowych przyj?tych w aktualnej normie [1] odniós? 
si? te? Brunarski L. [6]. Szczególnie dotyczy to wspó?czynnika k = 1,48 wyst?puj?cego 
w kryterium 1 dla produkcji ci?g?ej (tab.1) oraz dopuszczenia warunku fci,min < fck. Ponadto 
Brunarski L. podkre?la znaczenie zalece? podanych w ISO 12491:1997 [11] dotycz?cych 
przyjmowanego poziomu ufno?ci. Zaleca si?, aby wspó?czynnik ten by? na poziomie nie 
mniejszym ni? 0,75 i nigdy nie ni?szym ni? 0,5. Wymagania takiego nie umieszczono 
w aktualnej normie [1]. Wed?ug Brunarskiego L. przy wspó?czynniku k = 1,48 w kryterium 
1 poziom ufno?ci jest nie wy?szy ni? 0,3 co zwi?ksza ryzyko odbiorcy [6, s.59]. 
4. Ocena kwantyli nieznanego rozk?adu z wykorzystaniem staty-
styk pozycyjnych 
4.1. Ocena po?o?enia kwantyli w przedzia?ach wyznaczonych przez  
warto?ci wytrzyma?o?ci 
G?ównymi problemami statystycznej kontroli jako?ci betonu, produkowanego 
w ma?ych ilo?ciach s?: ma?a ilo?? badanych próbek (pomiarów xi), co poci?ga za sob? ma?? 
dok?adno?? otrzymanych oszacowa? oraz brak dostatecznej informacji a priori 
o przedmiocie kontroli, co z kolei nie pozwala upewni? si? co do za?o?e? dotycz?cych 
postaci rozk?adu prawdopodobie?stwa F(x) mierzonej wytrzyma?o?ci x. 
W tych warunkach stosowanie powszechnie znanych metod analizy statystycznej jest 
ma?o efektywne. Alternatywn? metod? mo?e by? zastosowanie nieparametrycznych 
przedzia?ów ufno?ci, konstruowanych w oparciu o statystyki pozycyjnych, które po 
pierwsze nie zale?? od typu rozk?adu zmiennej losowej a po drugie maj? opracowane 
funkcjonale zastosowania [12,13].  
Metoda taka jest rekomendowana w ISO 12491:1997 [11]. W rozdziale 6.6 tego do-
kumentu opisana jest prosta procedura oceny kwantyli oparta na statystykach porz?dko-
wych. Uzyskane pomiary x1, x2,…, xn nale?y przekszta?ci? w szereg uporz?dkowany X1:n ? X2:n ? … ? Xn:n a nast?pnie okre?li? oszacowanie kwantyla Xp rz?du p jako Xp  = Xk+1:n, gdzie k jest liczb? ca?kowit? spe?niaj?c? nierówno?? k ? np < k + 1. 
Przedstawiony dalej zwi?zek mi?dzy funkcj? g?sto?ci rozk?adu kwantyla, 
w rzeczywisto?ci nie ma zastosowania w praktyce, poniewa? wykorzystuje funkcj? g?sto?ci 
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prawdopodobie?stwa rozk?adu populacji generalnej. Je?li chodzi o rozwa?an? populacj?, to 
jej parametry a priori s? nieznane a populacja, jak wcze?niej wspomniano jest hipotetycz-
na. W dalszej cz??ci rozdzia?u 6.6 sformu?owane s? zalecenia dotycz?ce oceny kwantyla 
nawet dla ma?ych prób, oparte znowu na za?o?eniu o normalno?ci rozk?adu populacji a 
wi?c nie maj?ce ?adnego zwi?zku z matematycznym narz?dziem statystyk porz?dkowych. 
Nale?y zauwa?y?, ?e gdy np < 1 oszacowaniem kwantyla zawsze b?dzie najmniejsza 
warto?? w szeregu uporz?dkowanym, czyli X1:n i b?dzie to warto?? raczej zawy?ona. 
Kwantyl Xp prawie zawsze b?dzie mniejszy ni? minimalna warto?? w próbie. Aby ??da?, ?e 
kwantyl Xp wejdzie w zakres obejmuj?cy pomiary z prawdopodobie?stwem 0,5, konieczne 
jest spe?nienie warunku n ? log0,5 / log(1 – p). Dla typowej warto?ci p = 0,05 otrzymuje-
my n ? 14. Praktyczne znaczenie ma jednak zadanie, polegaj?ce na znalezieniu przynajm-
niej mediany w rozk?adzie po?o?enia kwantyla na podstawie analizy znacznie mniejszych 
prób. 
Propozycj? rozwi?zania tego problemu autorzy niniejszego artyku?u przedstawili 
w [14]. Proponuj? u?ycie metody przedzia?owego oszacowania kwantyli, opartej na 
w?asno?ciach statystyk pozycyjnych. 
Niech wyniki pochodz? z populacji o nieznanej dystrybuancie F oraz w szeregu upo-
rz?dkowanym nie wyst?puj? rangi wi?zane (tzn. rangi s? liczbami ca?kowitymi). Wówczas: 
? ?? ? ? ?11: : 1s n iir n s n
i r
nP X F p X p pi
? ??
?
? ?? ? ? ?? ?? ??  (1) 






n p pi ?
? ?
?
? ? ? ?? ?? ?? , to ? ?: :,r n s nX X  jest nieparametrycznym przedzia?em ufno-
?ci dla kwantyla Xp rz?du p na poziomie ufno?ci co najmniej ? [13]. 
W szczególno?ci, je?li ko?ce przedzia?ów s? kolejnymi statystykami Xr:n  i Xr+1:n  to: 
? ? ? ?: 1: 1 n rrr n p r n nP X X X p pr ?? ? ?? ? ? ?? ?? ?  (2) 
Natomiast je?li kwantyl wykroczy poza zakres warto?ci pomiarowych wówczas: 













W tabeli 3 przedstawiono rozk?ad po?o?enia kwantyla rz?du 0,05 dla próby 
o liczebno?ci n=6. 

















Prawdop. P  0,735 0,232 0,031 0,002 8,46E-05 1,78E-06 1,56E-08 
?ród?o: obliczenia w?asne 
 
Jednostronnym nieparametrycznym przedzia?em ufno?ci dla kwantyla X0,05 na pozio-
mie ufno?ci 0,735 jest przedzia? (– ?, X1:6), dla przedzia?u (– ?, X2:6) poziom ufno?ci 
wynosi ju? co najmniej 0,95 (faktyczne prawdopodobie?stwo pokrycia to 0,967). 
Poniewa? mediana rozk?adu po?o?enia kwantyla znajduje si? poza zakresem uporz?d-
kowanego szeregu warto?ci, a dok?adnie poni?ej minimalnego wyniku, wi?c powstaje 
problem oszacowania warto?ci mediany.  
4.2. Oszacowanie kwantyli spoza zakresu próby empirycznej 
Kwantyle niewysokich rz?dów (p ? 0,05) odpowiadaj? zakresowi najmniejszych 
mo?liwych, tzn. ekstremalnie niskich warto?ci wytrzyma?o?ci betonu (które 
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prawdopodobie?stwa rozk?adu populacji generalnej. Je?li chodzi o rozwa?an? populacj?, to 
jej parametry a priori s? nieznane a populacja, jak wcze?niej wspomniano jest hipotetycz-
na. W dalszej cz??ci rozdzia?u 6.6 sformu?owane s? zalecenia dotycz?ce oceny kwantyla 
nawet dla ma?ych prób, oparte znowu na za?o?eniu o normalno?ci rozk?adu populacji a 
wi?c nie maj?ce ?adnego zwi?zku z matematycznym narz?dziem statystyk porz?dkowych. 
Nale?y zauwa?y?, ?e gdy np < 1 oszacowaniem kwantyla zawsze b?dzie najmniejsza 
warto?? w szeregu uporz?dkowanym, czyli X1:n i b?dzie to warto?? raczej zawy?ona. 
Kwantyl Xp prawie zawsze b?dzie mniejszy ni? minimalna warto?? w próbie. Aby ??da?, ?e 
kwantyl Xp wejdzie w zakres obejmuj?cy pomiary z prawdopodobie?stwem 0,5, konieczne 
jest spe?nienie warunku n ? log0,5 / log(1 – p). Dla typowej warto?ci p = 0,05 otrzymuje-
my n ? 14. Praktyczne znaczenie ma jednak zadanie, polegaj?ce na znalezieniu przynajm-
niej mediany w rozk?adzie po?o?enia kwantyla na podstawie analizy znacznie mniejszych 
prób. 
Propozycj? rozwi?zania tego problemu autorzy niniejszego artyku?u przedstawili 
w [14]. Proponuj? u?ycie metody przedzia?owego oszacowania kwantyli, opartej na 
w?asno?ciach statystyk pozycyjnych. 
Niech wyniki pochodz? z populacji o nieznanej dystrybuancie F oraz w szeregu upo-
rz?dkowanym nie wyst?puj? rangi wi?zane (tzn. rangi s? liczbami ca?kowitymi). Wówczas: 
? ?? ? ? ?11: : 1s n iir n s n
i r
nP X F p X p pi
? ??
?
? ?? ? ? ?? ?? ??  (1) 






n p pi ?
? ?
?
? ? ? ?? ?? ?? , to ? ?: :,r n s nX X  jest nieparametrycznym przedzia?em ufno-
?ci dla kwantyla Xp rz?du p na poziomie ufno?ci co najmniej ? [13]. 
W szczególno?ci, je?li ko?ce przedzia?ów s? kolejnymi statystykami Xr:n  i Xr+1:n  to: 
? ? ? ?: 1: 1 n rrr n p r n nP X X X p pr ?? ? ?? ? ? ?? ?? ?  (2) 
Natomiast je?li kwantyl wykroczy poza zakres warto?ci pomiarowych wówczas: 
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w rzeczywisto?ci s? krytycznymi z punktu widzenia odrzucenia partii betonu). Ekstremalne 
rozk?ady statystyczne pozwalaj? na dobr? aproksymacj? tzw. „mocnymi” prawami. Dlatego 
logiczne jest przyj?cie za?o?enia, ?e rozk?ad G(Xi) po?o?enia kwantyla Xp równie? mo?na 
aproksymowa? w obszarze ma?ych x, tzn. w lewym „ogonie” rozk?adu F(x).  
Funkcj? G(Xi) okre?laj?c? prawdopodobie?stwo tego, ?e kwantyl Xp nie przekroczy i-
tej warto?ci X1:n , X2:n ,… , Xn:n  (tzn. „trafi” poni?ej Xi:n dla i =1 lub mi?dzy Xi-1:n a Xi:n dla i > 1) zdefiniowano jako: 
? ? ? ?:  1, 2, ,i p i nG X P X X dla i n? ? ? ?  (4) 
Warto?ci funkcji G(X ) obliczane s? na podstawie wzorów (2) i (3). i
Niech prawdopodobie?stwo ?i b?dzie okre?lone wzorem: 
? ? ? ?:1i i i nG X P X X? ? ? ? ? p
2
 (5) 
Poniewa? prawdopodobie?stwo „trafienia” kwantyla do zakresu warto?ci uporz?d-
kowanego szeregu jest niewielkie (dla n = 6 wynosi 0,265), wi?c dolne oszacowanie 
kwantyla rz?du p przy do?? wysokim poziomie ufno?ci ? = 1 – G (np. ? = 0,5 b?dzie 
odpowiada? medianie w rozk?adzie po?o?enia kwantyla) mo?na otrzyma? za pomoc? 
odpowiedniej ekstrapolacji otrzymanej zale?no?ci.  
Dolne oszacowanie mediany w rozk?adzie po?o?enia kwantyla mo?na otrzyma? na 
podstawie dwóch najmniejszych warto?ci w serii wyników przy pomocy prostej ekstrapo-
lacji logarytmicznej: 
; 1
ˆ ˆ lnpX a? ?? ? a  przyjmuj?c 0,5? ? . (6) 
Na rysunku 1 przedstawiono zale?no?? parametru x okre?laj?cego wytrzyma?o?? be-
tonu od prawdopodobie?stwa ?i otrzyman? dla nast?puj?cych przyk?adowych wyników 
pomiaru wytrzyma?o?ci 6 próbek betonu: 41, 52, 37, 49, 47 i 51 MPa wraz z dolnym 
oszacowaniem mediany rozk?adu na poziomie 35,8 MPa. 
 
Rys. 1. Wykorzystanie rozk?adu prawdopodobie?stwa ? kwantyla Xp rz?du p=0,05 do dolnego oszacowania 
mediany metod? ekstrapolacji logarytmicznej 
Warto zauwa?y?, ?e w prezentowanej metodzie ekstrapolacji nie brano pod uwag? 
najwi?kszych warto?ci wytrzyma?o?ci, a tylko dwie najmniejsze. Fakt ten oznacza, ?e na 
po?o?enia kwantyla niskiego rz?du decyduj?cy wp?yw ma tylko lewa cz??? rozk?adu F(x) 
mierzonego parametru x. Natomiast powszechnie stosowane metody przedzia?owego 
oszacowania kwantyli oparte s? na miarach klasycznych (?redniej, wariancji), które to 
zale?? od wszystkich warto?ci wyst?puj?cych w próbie. 
Post?puj?c zgodnie z metodami estymacji przedzia?owej kwantyli wed?ug ISO 
12491:1997 [11], w przypadku okre?lenia warto?ci charakterystycznych wytrzyma?o?ci 
konstrukcyjnych materia?ów budowlanych dolna granica przedzia?u ufno?ci kwantyla 
rozk?adu normalnego rz?du p wynosi: Xp,est = x?r - kns. Dla podanych wy?ej przyk?adowych 
danych otrzymujemy ?redni? (x?r) na poziomie 46,17 MPa z odchyleniem standardowym 
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(s) 5,95 MPa. Odczytany z tablic [6, s.75] wspó?czynnik kn = 1,75 dla n = 6 i ? = 0,5 
pozwala wyznaczy? doln? granic? przedzia?u ufno?ci kwantyla na poziomie oko?o 35,8 
MPa. Wynik ten jest zgodny z otrzyman? warto?ci? nieparametrycznego oszacowania, 
jednak?e na jego warto?? maj? wp?yw zmiany wyników w „górnej” cz??ci szeregu. Na 
przyk?ad wzrost tych warto?ci spowoduje wzrost dyspersji i obni?y warto?? oszacowania 
kwantyla. Najwyra?niej efekt ten mo?na wyeliminowa?, je?li obliczenia oparte b?d? na 
statystykach pozycyjnych a dyspersja b?dzie oceniana tylko w „lewej” cz??ci uporz?dko-
wanego szeregu. 
5. Kryterium zgodno?ci opracowane w oparciu o statystyki po-
rz?dkowe 
Kryterium zgodno?ci wytrzyma?o?ci betonu na ?ciskanie opracowane w oparciu 
o statystyki porz?dkowe dla liczby wyników w serii n < 14 ma posta?: 
? ?1 21c ckf k f f? ? ? ck  (7) 
gdzie fck oznacza wytrzyma?o?? charakterystyczn? betonu, fc1 = X1:n oraz fc2 = X2:n 
oznaczaj? dwie najmniejsze warto?ci w uporz?dkowanej serii wyników takie, ?e fc1 < fc2  Wspó?czynnik k zale?y od liczby wyników w serii (n) i przyjmuje warto?ci przedsta-
wione w tabeli 4. 
Tabela 4. Warto?ci wspó?czynnika k w zale?no?ci od liczby wyników w serii n 
n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
k 1,421 1,384 1,344 1,304 1,264 1,223 1,183 1,143 1,103 1,062 1,021 0,980 0,938 
?ród?o: obliczenia w?asne 
Lewa strona w nierówno?ci (7) jest oszacowaniem warto?ci kwantyla rz?du p = 0,05 
w rozk?adzie wyników w populacji. Znajduj?c oszacowanie kwantyla przyj?to ekstrapola-
cj? logarytmiczn?: 
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?  otrzymano ??dane oszacowanie: 
? ?0,05;0,5 1 21ckf fX ? ? ?? ck  (9) 
Analizuj?c warto?ci wspó?czynnika k zawarte w tabeli 5, mo?na zauwa?y?, ?e osza-
cowanie kwantyla rz?du 0,05 dla n < 14 znajduj? si? poni?ej najmniejszego wyniku fc,min, co 
oznacza, ?e zgodno?? nie zostanie potwierdzona gdy fc,min < fck. 
Dla n ? 14 oszacowanie kwantyla po?o?one jest w przedziale (X1:n , X2:n ), czyli kryte-
rium mo?e potwierdzi? zgodno?? wytrzyma?o?ci charakterystycznej nawet je?li f  < f . c,min ck
Sformu?owane nowe kryterium zgodno?ci (7) dla ma?ych prób poddano ocenie, obli-
czaj?c prawdopodobie?stwo akceptacji. Wykorzystano w tym celu metod? symulacji 
Monte Carlo. W oparciu o metod? [15] wygenerowano po 100 000 serii liczb losowych 
o liczebno?ci n = 3 zgodnych ze standardowym rozk?adem normalnym. Przyjmuj?c jako 
model beton klasy C25/30 i za?o?on? sta?? wadliwo?? partii w = 0,05 oraz zmienne 
odchylenie standardowe (? = 2, 3, 4, 5 i 6 MPa), otrzymano 5 ró?nych rozk?adów. Przy 
ustalonej frakcji wad obliczono prawdopodobie?stwa akceptacji dla podwójnego kryterium 
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zgodno?ci wg normy EN 206-1 w postaci fcm ? fck + 4 i fc,min ? fck – 4 oraz kryterium 
opisanego warunkiem (7). Wyniki oblicze? przedstawiono w tabeli 5. 
Tabela 5. Prawdopodobie?stwo akceptacji dla kryterium zgodno?ci przy sta?ej wadliwo?ci partii w=0,05 
i liczebno?ci próbek n=3 
Prawdopodobie?stwo akceptacji dla odchylenia standardowego [MPa] Kryterium  
2 3 4 5 6 
PN EN206-1 0,2693 0,7049 0,8651 0,9264 0,9372 
Nowe kryterium 0,7053 0,7047 0,7053 0,7050 0,7053 
?ród?o: obliczenia w?asne 
 
W przypadku oceny kryterium zgodno?ci wg PN EN 206-1 otrzymano warto?ci 
prawdopodobie?stw akceptacji bardzo zbli?one do wyników, jakie przedstawili Woli?ski 
S. i Skrzypczak I. w [5] (por. tab.2). 
Analizuj?c warto?ci prawdopodobie?stw akceptacji otrzymanych dla zaproponowa-
nego kryterium zgodno?ci mo?na zauwa?y?, ?e prawdopodobie?stwo akceptacji utrzymuje 
si? na sta?ym poziomie oko?o 0,705 i nie zale?y od odchylenia standardowego. Ponadto 
uzyskane warto?ci s? zbli?one do prawdopodobie?stw akceptacji wyznaczonych dla 
produkcji ci?g?ej wg PN EN 206-1 (por. tab.2). 
Porównanie wyników przeprowadzonych analiz pozwala stwierdzi?, ?e zapropono-
wane kryterium zgodno?ci wypad?o w ocenie lepiej, ni? obecnie obowi?zuj?ce. Nie ma ono 
bowiem tej wady co kryterium przedstawione w PN EN 206-1, tzn. ze wzrostem rozrzutu 
nie wzrasta prawdopodobie?stwo akceptacji, a wr?cz utrzymuje si? na sta?ym poziomie. 
Dodatkow? zalet? przedstawionego kryterium jest to, ?e przy ocenie zgodno?ci nie 
wymaga si? znajomo?ci typu rozk?adu w populacji i kontrolowania odchylenia standardo-
wego. 
6. Podsumowanie  
Wst?pna weryfikacja przedstawionej w artykule metody oszacowania kwantyli oraz 
kryterium zgodno?ci opartego na statystykach pozycyjnych pozwala na sformu?owanie 
nast?puj?cych wniosków: 
1. Oszacowanie wytrzyma?o?ci charakterystycznej otrzymane metod? statystyk 
porz?dkowych nie wymaga znajomo?ci a priori rozk?adu wytrzyma?o?ci 
w populacji generalnej. 
2. Oszacowanie kwantyla rz?du 0,05 w rozk?adzie wytrzyma?o?ci otrzymane meto-
d? statystyk porz?dkowych nie zale?y od wszystkich wyników w serii a na jego 
warto?? maj? wp?yw tylko dwa najmniejsze wyniki. 
3. Prawdopodobie?stwo akceptacji dla podwójnego kryterium dla serii 
o liczebno?ci n = 3 przy wadliwo?ci 5% utrzymuje si? na sta?ym poziomie oko?o 
0,705 i nie zale?y od dyspersji wytrzyma?o?ci. 
4. Warto?ci prawdopodobie?stw akceptacji dla kryterium zgodno?ci dla serii 
o liczebno?ci n = 3 wyznaczone przy sta?ej wadliwo?ci 5% s? zbli?one do praw-
dopodobie?stw akceptacji wyznaczonych dla produkcji ci?g?ej wg PN EN 206-
1:2003 [1]. 
Przedstawione w artykule kryterium zgodno?ci oparte na statystykach porz?dkowych 
wymaga jeszcze sprawdzenia pod wieloma wzgl?dami (np. porównanie krzywych OC dla 
ró?nych liczno?ci próbek, ró?nych rozk?adów itp.). 
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Abstract: The test of concrete compressive strength conformity with current 
regulations PN EN 206-1:2003 is the sampling inspection based on a numerical evaluation. 
Satisfying the compound criteria, including the adoption of statistical quality control plan, 
confirms the conformity of the examined batch of concrete defined by the declared class of 
compressive strength defined by characteristic value of compressive strength. The 
conformity criteria recommended by EN 206-1 for the initial production are not without 
flaws and they are critically evaluated by many authors. This paper presents a new criterion 
of conformity based on order statistics. A preliminary evaluation of the criterion was made 
for the series with a small number of the test results with the use of probability of 
acceptance determined by means of the Monte Carlo method with the assumed 5% fraction 
defective. The analysis of the results showed that the presented criterion does not depend 
on the dispersion of results whereas the probability of acceptance is maintained at a 
constant level approached to the appropriate one at the stage of continuous production. 
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